Exercice 4 5 points

C n a tous les candid:
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo| par :

5
f@=6-—.

Le but de cet exercice est d'étudier des suites (un) définies par un premier terme positif ou nul ug et vérifiant
pour tout entier naturel 7 :

Un+1 = f(up).
L. Etude de propriétés de la fonction f
(a) Sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +oo[

"(x) = 2 >0; lafonction f est donc strictement croissante sur [0 ; +o0o[
(x+1)2

(b) Résolution dans I'intervalle [0; +ool del'équation f(x) = x:

f(X)=x@6—-5—:x=>-6—JL6_—5=xm6x+l=f+x@x2—-5x~l=0
x+1 x+1

a=523 25 193¢ [0; +oo

B=2¥8=-0,193¢10; +ool

£

A=(=52-4x1x(-1) =29 donc{

(c) Lafonction f étant croissante sur [0; +oo :

Osx<sae=0<l=f0)<f¥)<a=f)

De méme :
xzae f(x)za=fla

2. Etude de la suite (u,,) pour uy =0,
Dans cette question, on considére la suite (un) définie par uy = 0 et pour tout entier naturel 7 :

5
Up+1°

Uni1 = fup) =6—

(a) Voir annexe 2.
Conjectures peut-on émettre quant au sens de variations et 4 la convergence de la suite (u,) : la
suite (uy) est croissante et converge vers a.
(b) Pour tout entier naturel n0Sup<upy s«
récurrence: Vn, n EN, O<Sup<up<a:
* up=0etu :l:Osuo:Osulzlsazs,l%
* Supposons que pour un 7 donné, on ait : 0 < 1, < Un+1 < o La fonction f étant croissante sur
[0;a1:

0<up Sun+14sa¢=>0<1=f(0)<un+1 = ) S tpsz = flup.) <a= flo)

* Ainsi, ¥n, neN, 0< Up S Upi <a.
(c) La suite () étant croissante et majorée par q, elle est convergente vers ¢,
La fonction f étant continue sur [0; o, € vérifie :

M, == ,,L”ow‘“n) Sln1=f0)== f(O)=¢
Nous savons que seul « vérifie f(x) =x sur [0; +ool. Ainsi :
lim u,=a
n—+oo
3. Etude des suites (un) selon les valeurs du réel positif ou nul uy
* Siu e [o;al, la suite (Un) e est croissante et converge vers «.
* Siug =q, la suite est constante et égale aa.

* Si up €la; +o0, la suite est décroissante et converge vers .
Les démonstrations se font de Ia méme maniére que pour uq = 0,
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FEUILLE ANNEXE (a rendre avec la copie)

Apnexe 2 iExercice 4, quiestion 2, a.)




