Limites de fonctions
Activité préparatoire : observation de courbes de fonctions sur I’écran graphique de la calculatrice
I. Limites d’une fonction en +,en — o

1°/ Limite infinie
Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, +oo[.
Dire que f tend vers 4+ lorsque x tend vers +oo signifie que I'on peut rendre les valeurs de f(x) aussi grandes que I'on veut
des que x est suffisamment grand. On note :

lim, . f(x) = +o
On définit de fagon analogue : lim,_, ., f(x) = —0; lim,_,_, f(x) = 4+ ; lim,_,_, f(x) = —

Cas des fonctions usuelles :

Fonction identité Fonction « carré »
lim,,_,x= —o lim,__, x* = +o
lim,, o x = 400 lim,_,, ., x* = +o
Fonction racine carrée Fonction cube

lim Vx = 40 lim,_,x3 = —
x—+00

lim 23 = 4+

x—+00

2°/ Limite finie en + ,en — «. Asymptote horizontale

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, +oo[ et | un nombre réel.
Dire que f tend vers l lorsque x tend vers oo signifie que I'on peut rendre les valeurs de f(x) aussi proches de I que I'on veut
dés que x est suffisamment grand. On note :

lim,,, . f(x)=1
On définit de fagon analogue : lim,_,_, f(x) = 1



Cas des fonctions usuelles :

. . 1
Fonction inverse : Fonction: x — —
X
. 1 . 1
lim,__, Z= 0 llqu_m; =0
. 1 . 1
lim,_ Z= 0 llmx_>+oo; =0

Définition : Lorsque lim,._, ., f(x) = 1 (respectivement lim,__ . f(x) = [ ), ondit que la droite d’équation y =l est asymptote
( horizontale) ala courbe en +co (respectivement en —co )

Cas des deux fonctions usuelles ci-dessus :

Il. Limite en un réel a.

1°/Des exemples

Reprenons les deux fonctions ci-dessus, sur |0; +oo| :

. | i 1 , 1

on peut rendre f(x) aussi grand que I’on veut dés que X est assez proche de 0. Onnote : lim,_, i +o0 et limyoo - =+
x>0

La droite d’équation x = 0 est asymptote ( verticale ) a la courbe représentant f.

Ecrire la limite de la fonction inverse en 0, avec x < 0 :

2°/ Limite infinie en un réel. Asymptote verticale
Définition : Soit a un réel et f une fonction.
Dire que f tend vers +oo quand x tend vers a signifie que I'on peut rendre les valeurs de f(x) aussi grandes que I'on veut dés
que x est suffisamment proche de a.

On note : lim, ., f(x) = +o0
On définit de fagon analogue :  lim,_,, f(x) = —oo limx-a f(x)=+oou—oc et limx-a f(x)=+00 ou—oo
x>a x<a
Définition : Lorsque lim,._, f(x) = + o (respectivement lim,_, f(x) = — o ), ondit que la droite d’équation x = a est

asymptote (verticale) a la courbe.

Exemple : |
Ecrire les limites en -2 et 2 ‘ |

Donner les équations des asymptotes




1ll. Opérations sur les limites

Afin de travailler sur des fonctions créées a partir des fonctions de référence, on se donne des regles opératoires sur les limites

Dans lasuite: [ etl’ désignent des réels et a désigne soit un réel, soit +oo, soit —oo.
Cas de la somme

lim f(%) 1 I | 1 |40 ] o] +o0
lim g(x) U 400 | —00 | 400 | —00 | —00
limf(x)+gx) |+l | +0 | —0 | 400 | —0 | F.I F.l. signifie : forme indéterminée, on lévera I'indétermination
x—a

Exemples : lim,,_,, o x* + x

1
lim \/}4‘?

X—>+00

Cas du produit

lim f(x) Il [I>0[1>0|1<0|1l<0 |+ |—0c0| 4|0 0

lim g(x) U 400 —o0 +o00 —o0 | 400 | —0 | —00 [ —00 | —o0
lxl_rlll fX)xgx) | ' | +o —oo —oo 400 | 400 | +00 | —oo | FI. | F.l
Exemples :

lim,,_o X +x = limy,_e x(x + 1)
(Remarque sur cette somme)

lim —4x3

X——00

Cas du quotient

lxilﬁlf(x) l l lL+0 +ooou—o | fooou— | +oou—o | 0
lim g(x) U!'#0 | +oou—o 0 0 U'+0 +ooou—o | 0
Lim f(x) /g(x) L 0 +o0ou—o | +oou— o | +o0ou — F.I. F.I.
ll
Exemples :
-3
lim

xo-o0 x2+2

m
x->5x —5
x<5



lll. _Limite en linfini d’une fonction polynéme, d’une fonction rationnelle

Un exemple : Soit f :x 3x*—x3+x-2, en —oo et en + o, on obtient une forme indéterminée.
3
—xt(3_ XL X _ 2\ 4431, 1_ 2
Pourx #0, f(x)= x (3 at x4)— X (3 ~+t 3 x4)
et
limy_ 400 x* =
. 1 1 2 donc, par produit, lim,_, .o f(x) =
llmx_)+oo 3—;‘}' x—3—x—4 =

Résultat analogue en —oo
Remarque : La limite de f(x) est la méme que celle de 3x*

Propriété (admise )
En —oo et en 4o, une fonction polynéme a la méme limite que son terme de plus haut degré.

En —oo et en +o, une fonction rationnelle a la méme limite que le quotient des termes de plus haut degré de son
numérateur et de son dénominateur.

2x%+x+1 li 2x%+x+1 li 2x?
X +4 Mys v "2y T Mrsteo =

Exemples: f(x) =

La courbe admet une

_ x+1 li x+1 _
g(x) - x2—5 1mx—> —© 42 &5 -

La courbe admet une

IV. __Asymptote oblique

Définition et propriété :  Si f(x) =ax+ b+ ¢@(x) avec lim,_ ., @(x) =0, alors la courbe de f se rapproche
indéfiniment de la droite A d’équation y = ax + b lorsque x tend vers +oo.
A est asymptote oblique a la courbe représentant f.

Propriété: Si lim,_ . f(x) — (ax + b) = 0, alors la droite A d’équationy = ax + b est asymptote oblique
a la courbe représentant f.

Résultats analogues en —

Illustration :

1
f(x)=x+2- p




